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ABSTRACT

Representation of a finite group G over generator linear non singular mxm matrix with entries of field K defined by group
homomorphism
A: G - GLy(K)

Basically, the non singular mxm matrix A(x) which representing the finite group G divided into two, that are the unitary
matrix and non unitary matrix . If A(X) is a non unitary matrix, then there exist a unitary matrix which similar to A(x). This
research deals to analyze the numbers of one example of a unitary matrix representation over arbitrary finite group G with
order n that is permutation matrix, and the number of unitary matrix which is similar to real non unitary matrix
representation of arbitrary finite group G order 2. The results showed the numbers of permutation matrix representation is
n! and unitary matrix which is similar to non unitary matrix representation is 2.
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matriks-matriks representasi tersebut, sehingga terdapat
1. Pendahuluan suatu matriks uniter U yang terbentuk dari basis- basis

ortonormal dari ruang eigen agar menghaéilkf\n matriks

. ) . 2\~ 2
Representasi grup berhingga G atas generator linier matriks ~ diagonal D sehingga ~ matriks UD?) A(U_D )
non singular mxm dengan entri-entri dari lapangan K merupakan matriks uniter yang similar dengan matriks A.

didefinisikan sebagai homomorfisma grup Akan tetapi pada penelitiannya, tidak dihitung banyaknya
matriks uniter yang similar tersebut.

A: G — GLy(K) . o

Tujuan penelitian ini yaitu menganilisis banyaknya salah
Pada dasarnya, matriks non singular mxm yang satu contoh matriks uniter representasi atas sebarang grup
merepresentasikan grup berhingga G tersebut dibagi  Perhingga G order n yaitu matriks permutasi dan
menjadi dua, yaitu matriks uniter dan matriks non uniter. ~ Panyaknya matriks uniter yang similar dengan matriks non
Jika matriks non singular A(x) tersebut berupa matriks non ~ Uniter representasi atas lapangan R dari sebarang grup
uniter, maka terdapat suatu matriks uniter yang similar ~ berhingga G order 2.
dengannya yaitu B(x) = P*A(X)P.

Musthofa (2006) memberikan suatu contoh matriks non
uniter A atas grup berorder 2, dan mencari suatu matriks
uniter yang similar dengan matriks tersebut dengan cara
mendiagonalisasikan matriks Hermitian yang dibentuk dari
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2. Matriks Permutasi Representasi Atas Grup
Berhingga

Definisi 1
Misalkan grup G :{gl, 0 DY gn} dan 7 adalah suatu
permutasi pada G dengan

_ g1 92 In
= {11(91) 17(g,) n(gn)}'n(gi) € G,
i=1,2,..,n

Dibentuk matriks  A(7) =[a; ()] dengan a;;(n) =
{1,jika n(g:) = 9gj

0,jikan(g;) # g;
A(m) disebut matriks permutasi dari grup G dengan
permutasi z, dengan i = 1,2, ...,ndanj = 1,2, ..., n.
Jika G = {e}, maka jelas bahwa banyaknya permutasi dan
matriks permutasinya sebanyak satu. Akan ditentukan
banyaknya matriks-permutasi representasi dari grup G
berorder n > 2.

Sebelum mencari banyaknya matriks permutasi A(m)
dari grup G, terlebih dahulu akan dibuktikan lemma
berikut.

Lemma 1

Jika © merupakan permutasi dari grup berhingga G, maka
A(m) tunggal.

Bukti.:

Misalkan bahwa G =1{0,,0,,....0,}, dan = adalah

permutasi dari G. Misalkan pula bahwa Aj(m) dan Ay(w)
merupakan matriks permutasi dari grup G dengan
permutasi m. Akan ditunjukkan A;(m) = Ay(m) dengan Ay(T)
= [aj(m)] dan Ax(m) = [bjj(m)]. Berdasarkan Definisi 1
1,jikan(g;) = g;

0,jikam(g;) # g; dan - by(m) =

diperoleh  a;; () ={

1,jikan(g;) = g; ;
{ J (90 = 9; , karena matriks Ai(m) dan Ay(m)

0,jikam(g;) # g;
dibentuk berdasarkan permutasi yang sama vyaitu =,
akibatnya setiap entri pada matriks A;() dan A,(r) bernilai

sama, diperoleh A;(m) = A,(w). Jadi terbukti bahwa

matriks A(w) tunggal. [ ]

Lemma 2

Jika m;,m, adalah sebarang dua permutasi dari grup
berhingga G, dengan ; # m,. Maka A(m;) # A(m,).
Bukti :

Misalkan bahwa G ={0,,0,,...,0,} dan TI(G)

merupakan koleksi semua permutasi dari G. Ambil
sebarang 7,7, €I1(G) dengan 7y # m,. Akan
ditunjukkan bahwa A(m,) # A(m,).

Perhatikan bahwa n,, 7, € [1(G) maka

= g - G dan
B EACH R A(S)
O g,
T, = ) karena T F T,
72'2(91) 71-2(gn)

akibatnya minimal dua anggota dari G yang permutasinya
berbeda, sebut §;, J; € G maka pada 7, g; dipasangkan
dengan 7,(0;). Sedangkan pada 7,, g; dipasangkan
dengan 7,(Q;). Begitu pula untuk g; pada 7,
dipasangkan dengan 7,(g;), sedangkan pada 7,
dipasangkan dengan 7,(Q;). Sebab jika hanya satu
anggota dari G yang permutasinya berbeda pada 7; dan

7y, maka akan ada 7, (0;) =7 (d;), dengan i #

untuk suatu 77,, k = 1 atau k = 2. Sehingga diperoleh

bahwa, setidaknya terdapat dua baris pada matriks
permutasi A(m;) yang berbeda dengan dua baris pada

matriks permutasi A(rp), didapatkan A(m;) # A(m,). ]
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Berdasarkan Lemma 1 dan Lemma 2, untuk menentukan
grup
berhingga G, cukup dicari banyaknya permutasi berbeda

banyaknya matriks-permutasi representasi dari

dari grup berhingga G.

Misalkan Gz{gl,gz,...,gn}, dan m merupakan

permutasi dari G. Perhatikan bahwa

_{ % 9 - g, }
= )
7[(91) ”(gz) ”(gn)

kemungkinan banyaknya m(g;) sebanyak n kemungkinan,

maka

n(g,) sebanyak n — 1 kemungkinan, m(gs) sebanyak n — 2
kemungkinan, hingga w(g,) sebanyak 1 kemungkinan.
Diperoleh banyaknya kemungkinan permutasi  yaitu n(n —
D(n — 2)..1 = n! kemungkinan. Akibatnya berdasarkan
Lemma 4.1 banyaknya matriks-permutasi representasi dari

grup berhingga G sebanyak n!.

3. Matriks Uniter yang Similar dengan Matriks Non
Uniter Representasi atas Grup Berhingga Order 2

3.1 Bentuk Umum Matriks Non Uniter Representasi atas
Lapangan R

Jika x =y = e elemen identitas di G, maka A(e) = I,,. Sebab
G yang ditinjzau merupakan grup berorder 2, akibatnya
G :{e, Z}, Z" =€, sehingga haruslah memenuhi hubungan

A%(2) = I,,VA(2) € GL,(R) (1)

Akan dicari matriks non singular yang non uniter dan
memenuhi persamaan (1). Misalkan bahwa

_Ja b
A(z) = [C d] € GL,(R) maka
24+ bc bla+d) 1 0
A = ]:
@D =|ca+a) a2+ be [0 1
Diperolen bahwa bentuk umum matriks non uniter

representasi atas grup berhingga yaitu

Al = [@ —v 1b— bc]'
AQD) = [—\/16— bc ﬁ]

3.2 Matriks Hermitian
Untuk mengkonstruksi matriks Hermitian H vyaitu

dengan cara H = ZA(y)A*(y), diperoleh bahwa
yeG

matriks Hermitian berturut-turut dari matriks non

uniter representasi pada bahasan 3.1 yaitu :

H=> A(z)A*(2)
| 2-bc+b? (c—b)v1-bc
(c—b)J1-bc  2-bc+c?
H=> A(2)A*(2)
2-bc+b?  (b-c)Vl-hbc

2—-bc+c?

) (b—c)v1-bc
H=> A2)A*(2)

zeG
_|1+b* 0
0 1+c?

3.3 Matriks Uniter U yang dikonstruksi dari Nilai
Eigen dan Vektor Eigen Matriks Hermitian H

4 Berdasarkan definisi matriks uniter U, bahwa vektor-
vektor kolom dari matriks U saling ortonormal,
sehingga matriks U yang dihasilkan berdasarkan
vektor-vektor eigen dari matriks Hermitian H yang
telah dinormalisasikan secara berturut-turut adalah
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u :[fh hz]

b+c+4f(b—c)? +4 b+c—4(b—c)* +4

DAFTAR PUSTAKA

24/1-bc 24/1-bc

\/2((b—c)2+4+(b+c)\/m) Jz((b_c)z+4_(b+c)m1ton, H., Rorres, C., 2005, Elementary Linear Algebra

with Application, 9" ed., John Wiley and Sons, New
York.

u :[_v1 Al

-b-c—y(b-c)*+4 —-b—c+4(b-c)*+4

\/2((b—c)2+4+(b+c)\/m) \/2((b—c)2+4—(b+c)\/m%

artle, R.G., 2011, Introduction to Real Analysis, 4™ ed.,
. John Wiley and Sons, New York.

24/1-bc 24/1-bc

J2{o-0r +ar0r0o-07+4) [2(6-07 +4-0+0b-07 +Hraleigh, J.B., 2002, A First Course in Abstract Algebra,

7" ed., Pearson, Upper Saddle River.

o 3}

3.4 Matriks Diagonal E dan Matriks Uniter B yang
Similar dengan Matriks Non Uniter A

Matriks diagonal E merupakan hasil dari perkalian
matriks U HU dan matriks uniter B = (UE)™*A(UE)
Secara berurut-turut matriks (E, B) yang dihasilkan
adalah
I((b—c)z+4)+(b—c)J(b—c)z+4
\ 2

0

. [((b—c)z+4)—(b—c)J(b—c)2+4

2

B(z):B ﬂ dan B(z)={_ol _0}

[(6-02+4)+0-c)Jo—c)*+4
2

0

]((b—c)2 +4)-(b—c)lb—c)’ +4
2

B(z) :E_) ﬂ dan B(z) :E (])}

\J1+Db? 0
0 1+ |

B(Z):B ﬂ dan B(Z):ﬁ) ﬂ untuk b > 0,

B(z) = L:; ﬂ dan B(z) = {_01 _01} ntuk b < 0.

Jadi banyaknya matriks uniter yang similar dengan matriks
non uniter representasi sebanyak 2.

0
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